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Algébre 1

ANNEAUX

Exercice 1. Soit A un anneau unitaire. Alors 14 = 04
si et seulement si A = {04}.

Exercice 2. Soit V' un k-espace vectoriel, en particulier
V est un groupe abélien. On note Endz(V') anneau des
homomorphismes de groupes de V' dans V et on note
Endg (V) I'anneau des applications k-linéaires de V' dans
V. Alors Endg (V) est un sous-anneau de Endy (V). Est-
ce un idéal ? Et si k est Q7 un corps fini ? un corps F,, (p
premier) ?

Exercice 3. (exercice fleuve) Calculer 'anneau Endz(Z)
et Panneau Endz(Z/nZ). Puis 'anneau Endy(Z x Z/nZ)
(n premier puis n puissance d’un nombre premier). Cal-
culer Endz(Z xZ). Si p est premier, calculer Endz(Z/pZ x
7.)pZ), Endz(Z/pZ x 7./p*Z), Endz(Z/p* 7 x 7.)p*Z). Si
n et m sont permiers entre eux, alors Endz(Z/nZ x
Z/mZ) est « naturellement » isomorphe a Endz(Z/nZ) x
Endz(Z/mZ). Etudier encore l'anneau Endz(Z/nZ x
Z/mZ) lorsque n divise m. Continuer autant que vous le
pouvez afin de pouvoir répondre & la question suivante :
pour G un groupe abélien de type fini, quand est-ce que
Endz(G) est commutatif ?

Exercice 4. Décrire, « le plus possible », les anneaux
C[z/27), C[Z/nZ], C[&s3], etc.

Exercice 5. L’ensemble R des nombres rationels de la
forme a/b ou b n’est pas un multiple de 6 est-il un sous-
anneau de Q7

Exercice 6. Soient A un anneau unitaire et I un
idéal & gauche et S un sous-ensemble de A. Alors en-
semble, noté IS, égal au sous-groupe additif engendré
par {zs}yer ses, est un idéal & gauche. Si S est un idéal
a droite, alors 1.5 est un idéal bilatére.

Exercice 7. Soit A un anneau non nul (commutatif et
unitaire). Soit S C A un sous-ensemble stable par mul-
tiplication et ne contenant pas 0. Il existe alors p un
idéal maximal parmi les idéaux ayant une intersection
vide avec S. Tout tel idéal est premier.

Exercice 8. Soit A un anneau intégre (commutatif et
unitaire) et soit S un sous-ensemble de A \ {04} stable
par multiplication. Alors ’ensemble S~ A des éléments
du corps des fractions de A qui s’écrivent a/s avec a € A
et s € S est un anneau.

Exercice 9. Soit A un anneau principal (intégre, com-
mutatif est unitaire) et soit S C A ~\ {04} un sous-
ensemble stable par multiplication. Alors ’anneau S~'A
est principal.

Exercice 10. Soit A un anneau factoriel (intégre, com-
mutatif est unitaire) et soit S C A ~\ {04} un sous-
ensemble stable par multiplication. Alors ’anneau S™1A4
est factoriel ; ses éléments irréductibles sont les p € A tel
que (p) NS =0.

Exercice 11. Soit A un anneau factoriel et p € A irré-
ductible. Alors S = A \ (p) est stable par multiplication
et 'anneau S~'A est principal.

Exercice 12. Dans un anneau principal A, soient a, ...,
ay, des éléments de A et soit d tel que (d) = (a1,...,an,)
alors d est le plus grand diviseur commun & aq, ..., ay,.

Exercice 13. Le groupe des inversibles de l’anneau
Z/p"Z est cyclique si p > 3 est premier et est ~ Z /27 x
72727 sip = 2. (Si p > 3, alors ce groupe est engendré
par 1+ p et un groupe cyclique d’ordre p — 1; si p = 2
alors il est le produit du groupe engendré par 5 et du
groupe engendré par —1.)

Exercice 14. Soit K un anneau commutatif (unitaire)
et soit R l’ensemble des fonctions de N* dans K (pas né-
cessairement & support fini). On munit R de 1’addition
usuelle des fonctions et du produit de convolution : si
f,9 € RetsimeN*

Frgim)= > fx)g(y).
Ty=m

Alors R est un anneau commutatif dont I'unité est la
fonction § : N* — K telle que §(1) = 1x et d(m) = Ok
pour tout m > 2. Si K est intégre alors R ’est aussi.
Une fonction f : N* — K est dite multiplicative si
f(mn) = f(m)f(n) pour tous m,n € N* premiers entre
eur. Si f et g sont multiplicatives, alors f * g est mul-
tiplicative. Deux fonctions multiplicatives sont égales si
et seulement si elles coincident sur les puissances des
nombres premiers.
La fonction de Mdobius est la fonction p : N* — K tel
que u(l) = 1k, p(n) = (—1k)" si n est le produit de
r nombres premiers deux & deux distincts et p(n) = 0
sinon (c’est-a-dire s’il existe p premier tel que p? di-
vise n). Alors p est multiplicative. Soit ¢ € R la fonc-
tion constante égale a 1x. Alors p* ¢ = § (le veérifier
d’abord sur les puissances des nombres premiers). Expli-
citer légalité pu x (¢ x f) = f (« formule d’inversion de
Mobius »).

Exercice 15. Lorsque A est un anneau commutatif uni-
taire (pas nécessairement intégre), calculer A[X]*.

Exercice 16. Soit B un anneau et A un sous-anneau de
B. On dit qu’un élément b € B est entier sur A sl existe
n € N* et ag,...,a,_1 dans A tels que

b 4 ap 0"+ ag = 0.

Un anneau intégre A (commutatif et unitaire) est dit in-
tégralement clos si tout élément de K = Frac(A) qui est
entier sur A appartient a A.



— Un anneau factoriel est intégralement clos.

— Soit d € Z ~ {0} est un entier sans facteur carré,
on pose Z[Vd] = {x € C | Ja,b € Z,x =
a+bVd}. Sid=1 mod 4, alors Z[/d] n’est pas
intégralement clos.

Exercice 17. Dans un anneau factoriel A, on a, pour
tous a, b € A, ab = pged(a, b) ppem(a, b).

Exercice 18. Soit A un anneau euclidien relativement
a v. Soit K = Frac(A) et soit s € A~ {0}. Alors
As ={r € K| 3Ja € A;n € Nz = 5} est un anneau
euclidien.

Exercice 19. Soit k un corps. Etudier l'irréductibilité
des polynomes suivant dans k[ X, Y] : Y — X2, X24+Y2+1,
X2 4+Y?2 -1, X2 -Y?2-1,Y2-X3 X3-Y?_X,
XY3 - X?Y - Y2+ X.

Exercice 20. Soit A 'anneau C[X,Y]/(Y? — X3), no-
tons x et y les images de X et Y dans A.

— Montrer qu’on définit un morphisme de A dans
C[T] en posant ¢(x) = T? et ¢(y) = T°. Montrer
que ¢ est injectif. Quel est son image ?

— Montrer que Frac(A) est isomorphe & C(T). En
déduire que A n’est pas intégralement clos (uti-
liser Exercice 16 et considérer 1’élément T de
Frac(A4)).

Exercice 21. L’anneau C[X,Y]/(X? — Y2 — X) n’est
pas factoriel (si z, y sont les images de X et Y, montrer
que y est irréductible mais que (y) n’est pas premier car
¥ = ww —1)(z+ 1)),

Exercice 22. Les anneaux C[X,Y]/(Y — X?) et
C[X,Y]/(XY — 1) sont factoriels et méme principaux
(trouver des anneaux plus simples auquel ils sont iso-
morphes).

Exercice 23. Soient P et @) dans C[X,Y] sans facteur

commun.
— Tl existe A, B dans C[X,Y] et D dans C[X] avec
D #0et D= AP+ BQ (travailler dans ’anneau
COMD.
— En déduire que V = {(z,y) € C? | P(z,y) =
Q(z,y) = 0} est fini.
Exercice 24. Montrer que C[X,Y]/(X? + Y2 + ¢) est

principal pour € = 1 (par un changement de variables
se ramener a4 XY — 1, voir Exercice 22)

Exercice 25. Montrer que R[X,Y]/(X? +Y?2 —1) n’est
pas factoriel.

CORPS

Exercice 26. Soit « la classe de X dans F, =
Fo[X]/(X24+X+1). Alors (1, ) est une base du Fa-espace
vectoriel Fy. Les éléments de Fy sont {0, 1, , 1+ a}. Don-
ner leurs polynémes minimaux.

Exercice 27. Identifier le sous-groupe additif sous-
jacent au corps Fy.

Exercice 28. Ecrire les tables d’addition et de multipli-
cation de Fy et de Z/4Z; les comparer.

Exercice 29. Trouver une racine treiziéme de 3 dans le
corps Fqs.

Exercice 30.

(1) Vérifier que le polynéme P = X3 + X + 1 est
irréductible dans Fo[X].

(2) Soit B la classe de X dans le corps Fg =
Fo[X]/(P); alors (1,83, 3%) est une base du Fs-
espace vectoriel Fg.

(3) Les éléments de Fg sont alors
{0,1,8,1 48,871+ % 8+ 6% 1+ 5+ 5.

(4) Donner le polynéome minimal de chacun de ces
éléments.

Exercice 31. Déterminer le nombre de polynémes irré-
ductibles (et unitaires) de degré 3 dans le corps Fs.

Exercice 32. Trouver des factorisations de X° — X et
de X?7 — X dans F3. Montrer que les facteurs de vos
factorisations sont irréductibles.

Exercice 33. Factoriser X' — X dans [, puis dans Fg.

Exercice 34. Soit K un corps fini. Le produit des élé-
ments non nuls de K est égal a —1.

Exercice 35. Tout élément de F,, a exactement une ra-
cine p-iéme.

Exercice 36. Faire ces questions sans utiliser les résul-
tats sur les corps finis.

(1) Soit F = F,, quel est le nombre de polynémes
irréductibles et unitaires de degré 2 a coefficients
dans F'?

(2) Soit f(X) l'un de ces polynéomes (le nombre
trouvé a la question précédente est strictement
positif!). Montrer que K = F[X]/(f) est un
corps 4 p? éléments et que tous ses éléments
s’écrivent d’une seule maniére sous la forme a+ba
ol a, b sont dans F et « est la classe de X dans K.
Montrer que tout élément de la forme a4 ba avec
b # 0 est la racine d’un polynome irréductible de
degré 2 dans F[X].

(3) Montrer que tout polynome de degré 2 dans F[X]
a une racine dans K.

(4) Montrer que tous les corps K obtenus par la
construction des questions précédentes sont iso-
morphes.



